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Останні чотири десятиліття характеризу-
ються бурхливим розвитком досліджень плаз-
мових технологій у твердих тілах. Вивченню 
цих явищ присвячено велику кількість науко-
вих праць. Поряд із розвитком наукових дослі-
джень накопичений багатий експерименталь-
ний матеріал, який сприяв розвитку плазмових 
технологій – сукупності методів отримання і 
обробки матеріалів з використанням нагріван-
ня первинних продуктів у плазмовому потоці 
або їх переводу в плазмовий стан. Плазмова 
технологія дозволяє отримати різноманітні 
структури плазмових конденсатів – від аморф-
них до кристалічних, з різними розмірами та 
формою кристалів. Також плазмова техноло-
гія включає ряд надзвичайно важливих, еконо-

мічно високорентабельних процесів нанесен-
ня зносостійких, жаровитривалих, корозійно 
стійких і інших плазмових покриттів. Завдяки 
цьому можлива заміна дорогих рідкісних ме-
талів і сплавів менш дефіцитними матеріала-
ми з нанесеними на них покриттями без зміни 
(чи навіть із значним підвищенням) ресурсу 
працездатності виробів. Використання плаз-
мових технологій призводить до формування 
принципово нових композиційних матеріалів, 
властивості яких не визначаються простим су-
муванням характеристик основи та покриття, 
а є якісно новими.

Після відкриття двовимірного електронно-
го газу в інверсійних шарах на границі напів-
провідника та діелектрика, в гетероструктурах 
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[1] пройшло декілька десятиліть. Але інтерес 
фізиків і технологів до цього об’єкта не згасає. 
Це зумовлено широким використанням систем 
із двовимірним електронним газом у техніці, 
розвитком розрахункових методів теоретичної 
фізики, відкриттям ряду нових ефектів, зокре-
ма квантового ефекту Холла, які відсутні у ма-
сивних провідниках.

Центральним питанням теорії двовимір-
ного електронного газу є питання про його 
енергетичний спектр. Спектр двовимірних 
електронів без домішкових атомів вивчається 
інтенсивно. Досліджується також вплив до-
мішок на кінетичні характеристики електро-
нного газу [1]. Але розсіяння електронів про-
відності домішками, як правило, враховується 
лише у першому борнівському наближенні. 
Між іншим, домішкові атоми суттєво впли-
вають на енергетичний спектр електронів. 
Зокрема, вони зумовлюють існування доміш-
кових станів електронів – локальних і квазіло-
кальних [2, 3]. Ці стани необхідно враховувати 
при вивченні властивостей систем з двовимір-
ним електронним газом.

Послідовна теорія енергетичного спектра 
невпорядкованих конденсованих систем роз-
винута в працях І. М. Ліфшиця і його учнів 
[2, 3]. Він запропонував модель невпорядко-
ваності, яку називають моделлю Ліфшиця [3]. 
На основі цієї моделі були розраховані власти-
вості невпорядкованих систем, зокрема твер-
дих тіл з домішковими атомами.

У працях [4, 5] теорія Ліфшиця викорис-
тана для розрахунків енергетичного спектра 
двовимірних електронів у полі домішкових 
атомів. Зокрема, знайдені характеристики до-
мішкових станів електронів у полі ізольованих 
домішок. 

У цій статті модель Ліфшиця використа-
на для розрахунків характеристик локальних 
станів двовимірних електронів у полі двох до-
мішкових атомів.

Рівняння для локальних  
станів електронів

Розглянемо електрони, які рухаються у 
площині z=0. Їх закон дисперсії без домішок 
будемо вважати квадратичним:

2p

2m
ε = ,

 
(1)

де m – маса електрону, p i ε – його імпульс і 
енергія. В площині z=0 розташовані два одна-
кових домішкових атоми, які притягають елек-
трони. Їх радіус-вектори позначимо 1r



 і 2r


. В 
моделі Ліфшиця домішковий потенціал має 
такий вигляд:

j j j
j

V U= ϕ > < ϕ∑ ,

де jϕ >  – деякий вектор стану, величина U
j 

характеризує інтенсивність домішкового по-

тенціалу в точці jr


. У випадку однакових до-

мішкових атомів U
1
=U

2
=U

0
. Ми конкретизує-

мо функцію (r) rϕ =< ϕ >
 

. Будемо вважати, що 
вона має гаусівський вигляд:

2

2
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 
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π  
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Стала а характеризує «радіус» домішко-
вого потенціалу. Відзначимо, що перехід від 
функції (2) до точкового потенціалу 0 (r)ϑ δ



 
здійснюється за допомогою представлення 
δ-функції Дірака:

2
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1 x
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 
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.

При цьому 
0

2
0 0a 0

U
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→
→∞

ϑ = π

Рівняння для локальних рівнів електронів у 
полі двох домішкових атомів має вигляд [4]

1
0 11 12

1
21 0 22

U G ( ) G ( )
0,

G ( ) U G ( )

−

−

− ε − ε
=

− ε − ε  
 (3)

де

ij i jG ( ) G( )ε =< ϕ ε ϕ >   (4)

– матричні елементи оператора резольвенти 
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G(ε) вільного електрона з законом дисперсії 
(1). Матриця (4) зв’язана з функцією Гріна  
G(r,r '; )ε
 

 вільного електрона співвідношенням:

2 2
ij i jG ( ) d r d r ' (r)G(r,r '; ) (r ')⊗ε = ϕ ε ϕ∫ ∫

   

,

де
 j j(r) rϕ =< ϕ >

 

. У двовимірному випадку
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02
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де K
0
 – циліндрична функція уявного аргументу;
(1)
0H  – функція Ганкеля;

ħ – квантова стала.

Використовуючи умову повноти базисних 

векторів r >


, представимо матрицю (4) у  
вигляді:
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(6)

– компонента Фур’є функції; 
S – площа, зайнята електронним газом. Функ-
ція (6) дорівнює

2 2
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S 2
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Локальні рівні електрону розташовані в об-
ласті ε<0. У цьому випадку із формул (5) і (6) 
знаходимо:
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де 
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, 

x

1
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e
E (z) dx

x

∞ −

= ∫  – інтегральна 

показникова функція; 

2 1r rρ = −
 

 – відстань між домішковими ато-
мами.

Локальні рівні ε
l
 електрону в полі одного 

домішкового атома є корені рівняння Ліфшиця:

1
0 11U G ( ) 0.− − ε =   (9)

У випадку потенціалу (2) воно розглядалось 
у праці [6]. Зокрема, при U

0
<0, l 0ε << ε  із цьо-

го рівняння отримуємо відомий результат [7]:

0
l 0

0

exp .
U

 ε
ε = −ε −  

   
(10)

Для локальних рівнів у полі двох домішко-
вих атомів із (3) маємо точне рівняння:

1
0 11 12U G ( ) G ( ),− − ε = ± ε   (11)

де функції G
11

 i G
12

 дорівнюють (7) і (8). Це 
рівняння можна розв’язати чисельними ме-
тодами.

Хвильова функція електрона у зв’язаному 
стані дорівнює [4, 5]:

l j j
j

(r) r G( ) ,ψ = < ε φ > η∑
 

де η
j
 – корені рівняння ij 0 ij e j

j

( U G ( )) 0.δ − ε η =∑
 

Зокрема, локальному рівню (10) у випадку   

l

1
2m r 1ε >>

  
відповідає хвильова функція 

l

1 1
(r) ~ exp 2m r .

r

 ψ − ε 
   

Вона згасає на 
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відстані 
l2m ε



 
від домішкового атома, яка 

дорівнює довжині двовимірного розсіяння.

Домішкові атоми суттєво впливають на 
енергетичний спектр двовимірного електро-
нного газу. Зокрема, вони зумовлюють існу-
вання локальних станів електронів, хвильові 
функції яких згасають, коли відстань між елек-
троном і домішковим атомом збільшується. У 
випадку донорних домішок локальні рівні від-
щеплені від нижньої границі суцільного спек-
тра електронів. Короткодіючий ізольований 
домішковий атом відщеплює один локальний 
рівень. Його положення є коренем рівняння 
(9). Для конкретного домішкового потенціалу 
(2) отримано рівняння (11) для локальних рів-
нів електрону в полі двох домішкових атомів. 
Якісний аналіз цього рівняння показує, що 
локальний рівень у полі однієї домішки при 
наявності другої розщеплюється на два під-
рівні. Відстань між ними зменшується, коли 
відстань ρ між домішками зростає. При збіль-
шенні числа домішкових атомів утворюється 
домішкова зона. Один із коренів рівняння (11) 
відповідає симетричній відносно інверсії хви-
льовій функції електрону, а другий – антиси-
метричній.

Отже, рішення цього завдання дає можли-
вість замінювати дорогі та рідкісні метали та 

сплави менш дефіцитним матеріалами з нане-
сеними на них покриттями без зменшення (чи 
навіть із значним підвищенням) ресурсу пра-
цездатності виробів. 
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Одним із найпоширеніших джерел світла, 
що дотепер широко використовуються в техні-
ці освітлення, є дугові ртутні лампи високого 

тиску (ДРЛ). Популярність ламп даного типу 
пояснюється не тільки великою світловою від-
дачею (40–60 лм/Вт), великим терміном служ-


